
人工智能在研究生《随机过程》课程教学中的应用与实践

摘要：随机过程在数学、物理学、工程学、经济学以及其他多

个学科领域中都具有极其重要的地位。它是描述随时间或空间变化

的随机现象的数学工具，通过定义在某种概率空间上的随机变量族

来刻画这些现象。维纳过程作为随机过程中重要的一部分在数学中

同样具有非常重要的地位。它在随机信号分析、经济学和信号处理、

图像处理领域的研究中是不可或缺的。在应用数学中，维纳过程可

以描述高斯白噪声的积分形式。在电子工程中，维纳过程是建立噪

音的数学模型的重要部分，电子元器件在恒温下的热噪声也是一种

维纳过程。控制论中，维纳过程可以用来表示不可知因素。近年来，

人工智能（AI）不仅改变了人们的生活方式，还对社会、经济、科

技等领域产生了深远的影响。将人工智能应用到随机过程教学中，

可以产生深远的影响。针对随机过程中维纳过程的特点，本案例通

过追根溯源，将维纳过程的来龙去脉，研究过程及其定义和特点进

行详细分析，同时采用建模的方法设计了一个维纳过程演示的小程

序，通过程序演示更直观地观察了离散型维纳过程的演示过程和结

果，通过对不同参数的设置，更加直观地了解维纳过程的过程及特

点，加深对维纳过程理论知识和概念的掌握，同时对维纳过程的规

律有了进一步深入的理解；进一步通过 matlab编程，将维纳过程通

过计算机仿真，便于在信号处理时能更好地分析和模拟维纳过程。

最后，案例通过列举维纳过程在股票价格和图像信号处理中的应用，

使得将纯理论的知识应用到实践中，更加深刻感受到知识来源于生

活，应用于生活，理论来源于实际，应用于实际的道理。
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1. 引言

维纳过程（Wiener process）作为一种具有连续时间参数和连续

状态空间的基本随机过程，其理论不仅在概率论与随机过程学科中

占有相当重要的地位，而且是刻画金融资产价格随时间演变过程的

重要数学工具，在金融领域有着广泛的应用。1827年，英国植物学

家 Brown利用显微镜观察察漂浮在平静的液面上的微小粒子时，发

现微粒在不停地做无规则运动，这种现象后来就被称为布朗运动。

Einstein在 1905年首先使用统计方法对布朗运动进行了定量研究，

通过可测量物理量来研究布朗运动的宏观统计特性，建立了布朗运

动的物理模型。1923年，美国数学家Wiener将 Einstein的布朗运动

物理模型抽象为一个纯粹的随机过程数学模型，因此,布朗运动也被

称为维纳过程，维纳过程是布朗运动的数学模型。

布朗的发现是一个新奇的现象，它的原因是什么？人们是迷惑

不解的。在布朗之后，这一问题一再被提出，为此有许多学者进行

过长期的研究。一些早期的研究者简单地把它归结为热或电等外界

因素引起的。最早隐约指向合理解释的是维纳（1826——1896），

1863年他提出布朗运动起源于分子的振动，他还公布了首次对微粒

速度与粒度关系的观察结果。不过他的分子模型还不是现代的模型，

他看到的实际上是微粒的位移，并不是振动。

在维纳之后，S·埃克斯纳也测定了微粒的移动速度。他提出布

朗运动是由于微观范围的流动造成的，他没有说明这种流动的根源，

但他看到在加热和光照使液体粘度降低时，微粒的运动加剧了。就

这样，维纳和 S·埃克斯纳都把布朗运动归结为物系自身的性质。

这一时期还有康托尼，他试图在热力理论的基础上解释布朗运动，

认为微粒可以看成是巨大分子，它们与液体介质处于热平衡，它们

与液体的相对运动起源于渗透作用和它们与周围液体之间的相互作



用 。

到了 70——80年代，一些学者明确地把布朗运动归结为液体分

子撞击微粒的结果，这些学者有卡蓬内尔、德尔索和梯瑞昂，还有

耐格里。植物学家耐格里(1879)从真菌、细菌等通过空气传播的现

象，认为这些微粒即使在静止的空气中也可以不沉。联系到物理学

中气体分子以很高速度向各方向运动的结论，他推测在阳光下看到

的飞舞的尘埃是气体分子从各方向撞击的结果。他说：“这些微小尘

埃就象弹性球一样被掷来掷去，结果如同分子本身一样能保持长久

的悬浮。”不过耐格里又放弃了这一可能达到正确解释的途径，他计

算了单个气体分子和尘埃微粒发生弹性碰撞时微粒的速度，结果要

比实际观察到的小许多数量级，于是他认为由于气体分子运动的无

规则性，它们共同作用的结果不能使微粒达到观察速度值，而在液

体中则由于介质和微粒的摩擦阻力和分子间的粘附力，分子运动的

设想不能成为合适的解释。

1874——1880年间，卡蓬内尔、德耳索和梯瑞昂的工作解决了

耐格里遇到的难题。这里的关键是他们认为由于分子运动的无规则

性和分子速度有一分布，在液体或气体中的微观尺度上存在密度和

压力的涨落。这种涨落在宏观尺度上抵消掉了。但是如果压方面足

够微小，这种不均匀性就不能抵消，液体中的相应的扰动就能表现

出来。因此悬浮在液体中的微粒只要足够小，就会不停地振荡下去。

卡蓬内尔明确地指出唯一影响此效应的因素是微粒的大小，不过他

把这种运动主要看成振荡，而德耳索根据克劳修斯把分子运动归结

为平动和转动的观点，认为微粒的运动是无规则位移，这是德耳索

的主要贡献。

此后，古伊在 1888——1895年期间对布朗运动进行过大量的实



验观察。古伊对分子行为的描述并不比卡蓬内尔等人高明，他也没

有弄清涨落的见解。不过他的特别之处是他强调的不是对布朗运动

的物理解释，而是把布朗运动作为探究分子运动性质的一个工具。

他说：“布朗运动表明，并不是分子的运动，而是从分子运动导出的

一些结果能向我们提供直接的和可见的证据，说明对热本质假设的

正确性。按照这样的观点，这一现象的研究承担了对分子物理学的

重要作用。”古伊的文献产生过重要的影响，所以后来贝兰把布朗运

动正确解释的来源归功于古伊。

到了 1900年，F·埃克斯纳完成了布朗运动前期研究的最后工作。

他用了许多悬浊液进行了和他的父亲 S·埃克斯纳 30年前作过的同类

研究。他测定了微粒在 1min内的位移，与前人一样，证实了微粒的

速度随粒度增大而降低，随温度升高而增加。他清楚地认识到微粒

作为巨大分子加入了液体分子的热运动，指出从这一观点出发“就

可以得出微粒的动能和温度之间的关系。”他说：“这种可见的运动

及其测定值对我们清楚了解液体内部的运动会有进一步的价值”。

以上是 1900年前对布朗运动研究的基本情况。自然，这些研究

与分子运动论的建立是密切相关的。由麦克斯威和玻尔兹曼在 60—

—70年代建立的气体分子运动论在概念上的一个重大发展是抛弃了

对单个分子进行详细跟踪的方法，而代之以对大量分子的统计处理，

这为弄清布朗运动的根源打下了基础。与布朗运动的研究有密切关

系的还有在 60年代由格雷哈姆建立的胶体科学。所谓胶体是由粒度

介于宏观粒子和微观分子之间的微粒形成的分散体系，布朗运动正

是胶体粒子在液体介质中表现的运动。

对于布朗运动的研究，1900年是个重要的分界线。至此，布朗

运动的适当的物理模型已经显明，剩下的问题是需要作出定量的理



论描述了。

以W(t)表示运动中一微粒从时刻 t=0到时刻 t>0的位移的横坐标

（同样也可设纵坐标）且设W(0) =0。根据爱因斯 1905年提出的理论，

微粒的这种运动是由于受到大量随机的，相互独立的分子碰撞的结

果。于是，粒子在时段(s，t]（与相继两次碰撞的时间间隔相比是很

大的量）上的位移可看作是许多微小位移的代数和，则 W(t)-W(s)服

从正态分布。

显然，依中心极限定理，假定位移 W(t)-W(s)为正态分布是合理

的。其次，由于粒子的运动完全是由液体分子的碰撞而引起的。这

样，在不相互重叠的时间间隔内，碰撞的次数、大小和方向可假定

是相互独立的，这就是说位移 W(t)具有独立的增量。另外，液面处

于平衡以态，这时粒子在一时段上位移的概率分布可以认为只依赖

于这时段的长度，而与观察的起始时刻无关，即W(t)具有平稳增量。

2. 维纳过程的概念和理论分析

维纳过程是一类非常重要的随机过程，它是基于对粒子布朗运

动的数学刻画。维纳过程经常被广泛地应用到通信理论、生物学、

经济学、管理学等其他应用学科之中。

（1）维纳过程的定义

定义：如果随机过程{W(t)，t≥0}是二阶矩过程，且满足下列条

件：

① W(0)=0;

② E[W(t)]=0;

③ 具有平稳独立增量；

https://baike.so.com/doc/5016783-5242284.html


④ t>0，W(t)~N(0,�2�), � > 0

称{W(t)，t≥0}为参数�2的维纳过程（或布朗运动）。

定义 2：若一个随机过程{W(t)，t≥0}是二阶矩过程，且满足:

① W(t)是独立增量过程；

② 任意 s，t>0, W(t+s)- W(s)~N(0, �2�)，即 X(s+t)-X(s)是一个数

学期望为 0，方差为�2�的正态分布;

③ W(t)是关于 t是连续函数；

则称{W(t)，t≥0}是维纳过程（Wiener process）或布朗运动。

（2）维纳过程的概率分布

一维概率分布：� �, � = 1
√2��

�− �2

2�2�

增量分布：� � − � � ~�(0, �2 � − � )

协方差函数：C �, � ~�2���(�, �)

二维概率分布：（W(t),W(s)）~N（0,C）其中 C为协方差矩阵。

n维概率分布：

�(�1)
�(�2)
�(�3)…
�(��)

~ N(0,C), 其中：

C=

�2�1 �2�1 �2�1
�2�1 �2�2 �2�1
… …

… �2�1 �2�1
… �2� �2�2
… … …

�2�1 �2�2 �2�3… �2��−1 �2��

（3）维纳过程的性质

① 基本性质

https://baike.so.com/doc/5016783-5242284.html


对任意的正实数，一维的维纳过程在时刻是一个随机变量，它

的概率密度函数是：� �, � = 1
√2��

�− �2

2�2�

这是因为按照维纳过程的定义，可以推出其一维分布，如上式

所示。且其数字特征（数学期望、方差）均可以根据定义求出，结

果已给出，在此不再赘述。

在维纳过程的独立增量定义中，由于满足增量的相互独立性，

因此，增量分布服从一维分布，且不同时刻间隔的增量过程的协方

差为零（相互独立），那么，两个不同时刻的协方差函数为：

C �, � ~�2���(�, �)。

协方差和相关性函数相关系数是：协方差=相关函数。

这是因为，维纳过程是均值为零的正态过程，根据协方差函数

和相关函数的关系可知，零均值的随机过程，其协方差函数和相关

函数是相等的。

② 即时最值

根据维纳过程中的即时最大值与 Wt的联合概率分布，可得出即

时最大值的分布是对的积分，即为：

��� =
−∞

∞
���,�� �, � �� =�

−∞

∞ 2(2� − �)
� 2��

�−(2�−�)2

2� ���

=
2
��

�−�2

2�

由于维纳过程上下对称，即时最小值显然是即时最大值的相反

数。

③对称性质
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将一个维纳过程不断按比例展开，它的一部分就会呈现另一个

维纳过程的样子

 尺度不变性：对任意的正实数，随机过程都仍然是一

个维纳过程。

 时间反转：对任意的正实数，随机过程和性质相同。

 空间对称：随机过程也是一个维纳过程。

 时间反演：随机过程也是一个维纳过程。

总结如下：

④ 维纳过程是平稳独立增量过程。该过程在任一时间区间上变

化的概率分布独立于其在任一的其他时间区间上变化的概率；维纳

过程增量的分布只与时间差有关, 所以它是齐次的独立增量过程。

⑤维纳过程是正态过程。其方差随时间区间的长度呈线性增加，

其分布完全由它的均值函数与自协方差函数所确定，维纳过程不只

是布朗运动的数学模型, 电子元件在恒温下的热噪声也可归结为维

纳过程。

⑥ 维纳过程是马尔可夫过程。因此该过程的当前值就是做出其

未来预测中所需的全部信息；

维纳过程具有马尔可夫性质，也就是说，在任意一点之后的走

势仅仅和这一点的取值相关，而与之前的取值无关。因此维纳过程

具有时间平移不变性：随机过程也是一个维纳过程。不仅如此，维

纳过程还满足强马尔可夫性质：对任意的有限停时，随机变量独立

于滤波。

https://baike.baidu.com/item/%E9%A9%AC%E5%B0%94%E5%8F%AF%E5%A4%AB%E6%80%A7%E8%B4%A8?fromModule=lemma_inlink
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维纳过程的强马尔可夫性质，说明即便给定的时间不是定时而

是一个停时，维纳过程在停时之后的走势仍然与之前无关。所以，

将停时之后的维纳过程上下反转，仍然会是一个维纳过程。用数学

语言来说，就是：给定一个停时之后，随机变量也是一个维纳过程。

这个性质也称为维纳过程的反射原理。

⑦ 维纳过程是均方连续、均方不可导、均方可积的二阶矩过程；

维纳过程的自相关函数是分段函数�2���(�, �)，但是该函数在

其定义域（-∞，∞）上处处连续，因此维纳过程是连续函数，但是

维纳过程的自相关函数不可导，因此维纳过程也是不可导的，由于

均方连续可得到均方可积，因此，维纳过程是均方可积的二阶矩过

程。

⑧ 维纳过程是非平稳过程，但为平稳增量过程。

平稳随机过程分为宽平稳随机过程（也称为广义平稳随机过程）

和窄平稳随机过程（也称为狭义平稳随机过程），其定义为：随机过

程的概率分布函数（狭义平稳）、概率密度函数（狭义平稳）或数字

特征（广义平稳）不随时间而变化（与时间的起点无关）的随机过

程称为平稳随机过程。表示形式为如下式所示。

狭义平稳随机过程的定义：若随机过程的概率统计特性（概率

分布函数和概率密度函数）与时间的起点选取无关，则该过程称为

窄平稳随机过程。

� �1, �2, …, ��1, �1, �2, …, ��, = � �1, �2, …, ��1, �1 + �, �2 + �, …�� + �

广义平稳随机过程的定义：若随机过程为二阶矩过程，且其数

学期望与时间无关，为一常数，相关函数与时间的起点无关，仅仅

https://baike.baidu.com/item/%E9%A9%AC%E5%B0%94%E5%8F%AF%E5%A4%AB/2774684?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E6%95%B0%E5%AD%A6%E8%AF%AD%E8%A8%80/1434049?fromModule=lemma_inlink
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与时间差有关，则该随机过程为广义平稳随机过程。

�� = �� = �(常数)；

�� �1, �2 = �� �2 − �1

即：它们与事件起点的选择无关，称为宽平稳随机过程，工程

上，也称为弱平稳随机过程。

维纳过程不是平稳过程，这因为维纳过程过程的自相关函数为：

R �, � ~�2���(�, �)。

自相关函数与时间的起点相关，因此按照维纳过程的定义，维

纳过程不是宽平稳随机过程，又因为维纳过程是二阶矩过程和高斯

过程，因此维纳过程也不是窄平稳随机过程。

3. 维纳过程的模拟与实现

（1）维纳过程的数学建模与程序模拟

为方便学生对维纳过程的进行过程及结果有更加直观地认识，

加深其对概念的理解，对维纳过程进行了小程序的设计，编制了一

个演示版本的维纳过程，该设计的程序有演示界面和演示结果，通

过设置不从参数，可以看到部分演示过程和演示结果，具体建模过

程和操作及演示结果如下。

维纳过程的建模过程可以通过高尔顿钉板实验来演示，演示程

序界面如图 1 所示。高尔顿顶板实验是由英国科学家高尔顿设计的，

他假设有无穷多层钉板如图所示交错放置，自上端放一小球，任其

自由落下，在其落下过程中小球碰到钉子时从左边落下和从右边落

下的机会相等，碰到下一钉子时又是如此，最后落入底板中的某一

格子。因此，任意放入一球，则此球落入哪一个格子事先难以确定。

当钉板层数足够大，放入的小球足够多时，最后观察小球落在底板

中的规律，按照中心极限定理，服从正态分布，该过程也是维纳过



程的数学模型。

根据高尔顿钉板实验的原型，现将其进行电脑模拟与演示，模

拟后的界面如图 1、图 2、图 3和图 4所示。

图 1 高尔顿钉板实验模拟

在图 1中，演示界面包括 3部分，其中，图中 A是演示结果显

示界面，图中 B是实验说明部分，图中 C是参数调节部分，可调节

的参数有：小球碰钉后向左向右的概率（p=0.3、0.4、0.5、0.6、0.7，

一般情况下，可假设 p=0.5）、试验次数（最大可设置为 3000）、演

示次数（最大可设置为 100）。根据演示程序，设置了小球碰钉后向

左或向右的概率为 0.5时的演示过程（如图 2所示）和演示结果（如

图 3所示）。为了使得演示过程更加直观，可以设定小球每次下落的

演示，演示次数可以随意设置，见图 3中演示次数（本次演示设置

为 12次），因实验次数比较大，如果每次都演示用时较多（本次演



示设置了小球下落 1260次），为节省时间，一般来说只演示 10多次

即可。

图 2仿真演示过程

通过多次试验，试验结果如图 3所示，该试验表明：如放入大

量小球，最后小球在底板中所处位置呈现的曲线，几乎总是类同的，

也就是说，小球落入各个格子中的频率趋于稳定。

为了将演示结果更一般化，可将小球碰钉子后向右落下的概率

分别设为 0.3、0.5、0.7，通过反复试验后进行进一步比较，不难发

现：小球在底板中所处位置呈现的曲线的形状几乎不发生改变，但

是小球向左向右的中心位置有所偏移，向左概率越大，中心位置越

靠左，向右概率越大，中心位置越靠右。具体仿真结果比较如图 4

所示。实际上，中心位置的改变反应出来的是数字特征中数学期望

的变化，可以看出，当概率变化时，数学期望的大小也在变化，因

此，中心位置发生了偏移，由此可见，理论和实际的结果是保持一

致的。而维纳过程是概率为 0.5时的高尔顿钉板实验的推广，此时，



均值始终为零，因此，可以看到中心位置也在坐标的正中心。

图 3仿真演示结果

图 4 不同概率下仿真结果比较

通过本程序的演示，可以清晰地看出，大量独立同分布的随机变



量之和服从正态分布，正态分布的曲线也很直观，随着次数的增大，

离散变量之和的分布情况和连续分布情况越来越一致，实践演示结

果和理论分析图形越来越重合，这也是理论联系实际的一种表现，

也会通过实际动手操作和模拟，加深对理论知识的理解和掌握，从

而也会在实际生活中观察出更多的理论来源之处。

（2）维纳过程的 matlab 仿真过程

以一个简单的例子进行模拟，采用 matlab仿真维纳过程的实现

过程，具体的步骤和程序如下，程序演示结果如图 5和图 6所示。

通过显示结果，可以看出维纳过程的随机性，这也是在人们的生活

中经常出现的一种现象。

① 用 randn产生一个随机序列,在[0，T]上模拟布朗运动路径，

并设初始值；

②分割为 N个小区间，每个区间长度为 T/N=dt；

③利用性质：W(1)-W(0)~N(0,r)

W(j)-W(j-1)~N(0,r),j=2,…,N。

仿真过程的流程图在此不在详细列出，其相应的仿真程序如下

所示。

（3）matlab 仿真程序

randn('state',100) %产生随机态

T = 1; N = 500; dt = T/N; %设置迭代次数和步长（可以改变）

dW = zeros(1,N); %存放位置

W = zeros(1,N); %为了加快运算速度



dW(1) = sqrt(dt)*randn; %循环前要进行程序的初始化

W(1) = dW(1); %W(0) = 0不允许，所以首先设定初始值

for j = 2:N

dW(j) = sqrt(dt)*randn; %产生序列

W(j) = W(j-1) + dW(j); %按照维纳过程的基本规则开始运算

end

plot([0:dt:T],[0,W],'r-') %将运算结果进行画图表示

xlabel('t','FontSize',16) %设置图形中的 x坐标的标出范围和字体

ylabel('W(t)','FontSize',16,'Rotation',0) %设置图形中的 y坐标的标

出范围和字体

程序结束，在系统中运行，仿真结果如图 5和图 6所示。

（4）matlab 仿真结果

图 5仿真程序及结果界面



图 6维纳随机过程仿真结果

4. 维纳过程的应用

维纳过程的应用非常广泛。

（1）维纳过程在股票中的应用

在经济学中，尤其是在股票市场中，维纳过程被广泛应用于股

票的价格预测和未来收益率的分布情况，这是因为股票的价格波动

也是一个典型的随机过程，其模型可以用维纳过程来模拟。通过维

纳过程模拟的股票价格变化，可以帮助金融和投资人更好地了解市

场的走向和趋势，从而帮助投资者分析市场行情，做出更明智的决

策。

经过对股票价钱的研究和理论分析，常常假定股价服从扩散分

布，且大多数情况下都是几何布朗运动。在次条件下，任一期间的

复合利润率是服从正态分布的。此假设的统计特性是计算上比较方

便。因为正态分布满足假发的封闭性，故不论股票的套利组合是什

么样的，它都仍然满足正态分布。假如风险行为减到零，那么股票

利润率的分布相同，也是服从正态过程。



一般化的维纳过程的基本形式为：

∆� = �∆� + �∆�

式子中，∆�表示股票价格 s在很小的时间间隔中∆�中的变化，

∆�表示股票价格波动的时间间隔，�和 �是模型中的待定参数，一般

来说，在进行过程模拟时，可将两个参数提前设定，参数的设定一

般是根据系统的经验值或者预测值作以假设，同时可以根据实际情

况实时调整，以便使得模型更加合理。

在维纳过程模拟股票价格是，需要对初始价格、模拟天数、模

拟次数、预期收益率和预期波动率等参数输入量进行提前设置，此

时系统会方便快捷的模拟出股票价格的走势。从单次模拟和多次模

拟的结果来看，模拟结果具有一定的稳定性，符合一定的股票价格

波动规律，可以为股票从业者提供一定的理论依据，因此维纳过程

也是在股票预测中经常采用的一个模型。

（2）维纳过程在图像领域中的应用

信号处理是维纳过程应用的一个重要领域，因此它的应用也很

广泛，通过对信号的处理，可以帮助们更好的了解信号的特征，从

而才能够做出更加准确的判。此外，在图像处理领域，维纳过程也

有应用，例如，维纳滤波是假设图像信号可以近似看成平稳随机过

程且输入图像的统计特性是已知的前提下，按照使输入图像和恢复

图像之间的均方误差达到最小的准则函数来实现图像恢复的方法。

尽管大多数图像整体上并不是稳定的,但有许多图像可以被认为是局

部平稳的。

在实际的生活中，人们要接触很多图像，而在景物成像过程中

可能会出现模糊、失真或混入噪声导致图像质量下降，这种现象称



为图像“退化”。因此，我们可以采取一些技术手段使图像恢复到本

来面目，其中最典型的恢复算法就是维纳滤波。

①仿真程序

close all; %清除界面，保持运行程序前其他界面关闭

clear; %清除界面，保持运行程序前无干扰

RGB = imread('D:\\program\\图片 1.jpg'); %读取指定图片中的信

息，括号中为图片的存储位置与名称

I=rgb2gray(RGB);%图像变灰处理

figure(1)；%图片 1处理过程

imshow(I); %显示图片

title('original image');%给图片命标题（标题为：原始图像）

J= imnoise(I,'gaussian',0,0.005);%加入干扰

figure(2); %图片 2处理过程

subplot(1,2,1); %画图

imshow(J); %显示另一张图片

title('gaussian blurred image')%给干扰后的图像命标题（标题为：

经维纳滤波后复原图像）

J0=wiener2(J,[10 10]);%维纳滤波

subplot(1,2,2); %画多个图形

imshow(J0);给图片命名

title('image tracked with wiener fliter')%给滤波后图像命名



图 7原图灰化过程与显示

②仿真结果

图 8不同图像滤波前后对比（上：原图）

通过维纳滤波得到的大多数图像整体上具有不稳定性，但是从

局部的角度来看，满足稳定性即有一定的应用意义。维纳滤波的处

理方法是将数日图像信号看作是平稳随机过程，且在输入图像的统

计特性已知的前提夏，按照使得输入的图像和复原的额图像之间的

均方误差最小的准则函数来实现图像局部高复原的一种图像处理方



法。

现实生活中，人们所获得的信号大部分都被会污染，有用信号

很少。例如，传输信号时，由于有信道噪声，人们所获取的信号就

会受到污染，为了从获取的信号中提取出有用信号，需要设计一种

滤波器对获取到的信号进行滤波，使得滤波输出的信号无限接近有

用的信号，而维纳滤波器正是较理想的滤波器。其目的就是求最优

滤波系数，使得均方误差达到最小，即为均方误差最小原则。一般

的图像相临近的像素的值差不多大，所以图像的自相关函数会随着

与原点距离的增加而变小，图像的自相关函数进行傅里叶变换就是

功率谱。维纳滤波复原方法是假定图像信号和噪声信号均近似看成

是平稳随机过程，然后看均方误差是否达到最小。维纳滤波是有约

束的滤波，它其中一个优点是能减小噪声对它复原效果的影响。通

过实验对比，可以看出，在先验知识已知的情况下，维纳滤波的复

原效果比较好。

实际上，维纳滤波的获得所需要的已知条件很多，先验知识需

要相对的丰富，因此一般情况下若不能有足够的先验知识时，维纳

滤波就不能发挥自身的作用，所以在此基础上进行维纳滤波的算法

优化。维纳滤波的原理式子中有一个噪声信号功率比，这个值的设

定暂且未知，但是在模拟实验中可以设定一个噪声信号功率比，即

采取不同的 k值进行实验。在此基础上优化得到一个原图像的功率

谱密度估计值和噪声均方值继续进行维纳滤波，这期间利用第一次

得到的结果进行估值，等于对图像加了不同的权值，克服了维纳滤

波的缺点，效果会更好。

5. 结束语

对随机产生的序列模拟布朗运动路径，利用维纳过程的性质作



图。维纳过程增量的分布只与时间差有关，所以，维纳过程是齐次

的独立增量过程，也是正态过程，其分布完全由它的均值函数与自

协方差函数所确定。维纳过程的地位在纯数学中与在应用数学中同

等重要。在纯数学中，维纳过程导致了对连续鞅理论的研究，是刻

画一系列重要的复杂过程的基本工具。它在随机分析、扩散过程和

位势论领域的研究中是不可或缺的。在应用数学中，维纳过程可以

描述高斯白噪声的积分形式。在电子工程中，维纳过程是建立噪音

的数学模型的重要部分。控制论中，维纳过程可以用来表示不可知

因素。总之，维纳过程的应用非常广泛，是《随机过程及应用》课

程中的一种重要和典型的随机过程，也是学习和应用中必不可少的

类随机过程，因此，对维纳过程要全面理解和掌握。此外，在应用

中，我们还会遇到维纳过程的改进，虽然发生了部分改变，但仍然

以维纳过程为基础，只有掌握基本的理论，才能以不变应万变，因

此，维纳过程的理论分析虽然不太复杂，但是对维纳过程的全面分

析和理解仍是课堂教学中非常重要的一个环节。

6.思考题

① 维纳过程的统计规律有哪些？

② 如何理解维纳过程的特点？

③ 归纳总结维纳过程的性质有哪些？

④ 请列举你所学的专业领域中，维纳过程的应用，以及如何来

分析和处理这种维纳过程？

7.案例使用说明

（1）适用课程

《概率论与数理统计》、《随机过程及应用》、《随机信号分析》

等课程



（2）教学目标

① 理解维纳过程的数学概念和模型；

② 掌握维纳过程的特点和应用；

③ 掌握工程中维纳过程的应用和处理方法；

④ 能够对维纳过程进行仿真，能够采用工程的观点分析维纳过

程的应用。

（3）涉及知识点

① 维纳过程的概念；

② 维纳过程的数学模型；

③ 维纳过程的特点；

④ 维纳过程的性质；

⑤ 维纳过程的应用与仿真。

（4）要点分析

① 维纳过程数学模型的建立过程分析；

② 维纳过程的理论分析和性质；

③ 维纳过程的在工程中的应用和仿真；

（5）课堂安排

讲授 3 学时（课堂），小组讨论 3 学时（课下），仿真模拟与实

现 3学时（课下）。

（6）案例使用过程中存在的问题和解决办法

在 2022 级研究生的《随机过程及应用》课程讲授过程中（讲授

时间：2022 年秋季（2022 年 9 月-2023 年 1 月）），采用了此案例进

行教学，教学中发现主要有两个问题：一是，在课堂讲解过程中给

大家演示了高尔顿钉板实验的现象和结果，课堂反映非常好，学生

们能够将抽象的学习转化成直观的结果，获得了一致的好评。但是，



此方法由于是直接在课堂上采用，由于时间原因，学生只能用来演

示，无法对其流程进行分析，为了改进这个缺点，我在课堂之外给

学生布置了一个拓展的任务，要求学生 2-3人为一组，采用 matlab

仿真了维纳过程的实现，并探讨了维纳过程的应用。根据上交的作

业，发现学生完成的情况参差不齐，有的很不错，有的仅仅是网上

信息的复制，存在投机取巧之嫌。以小组为单位的任务，避免了一

个人耗时耗力完成中的困难，让学生通过讨论、任务分配和合作的

形式来完成，分解了任务的难度，增加了任务的可执行性，也有利

于调动学生的积极性。同样由于时间关系，无法实现在课堂上的一

一点评。

（7）案例在教学过程中的解决办法

根据以上在教学过程实施案例教学发现的问题，计划在下一步

的教学过程中，调整教学方法，主要应对方法有：

在课堂上，仍然采用该案例进行讲解和演示；在课外，除了让

学生对维纳过程进行计算机的模拟仿真实现之外，还要让学生之间

互相讨论，增加以小组为单位的案例讲解过程，以增加学生对理论

知识的掌握和理解程度，同样由于时间关系，小组讨论、案例仿真

和案例讲解（由组长分配讲解人）都在课外进行，可抽取 2-3 个案

例尝试进行课外的拓展，作为对课内理论知识的补充，也提高学生

的实践应用能力。

作为小组完成任务时，为充分调动学生的积极性，严禁超过 3

人组队，并且在任务报告中要将任务完成情况进行分析，要明确标

注出谁完成了哪部分，且说明，哪部分是复制的，哪部分是自己独

立完成和运行的。


